
8 Grundbegriffe der Topologie

5 Spurtopologie, Initiale und Finale Topologie

41. Eigenschaften der Spurtopologie (vgl. Vo. Prop. 5.4).
Beweise Proposition 5.4 aus der Vorlesung, d.h. zeige folgende Eigenschaften der der Spur-
topologie O|Y auf der Teilmenge Y des topologischen Raumes (X,O).

(i) U ∈ UY
x

⇔ ∃ W ∈ Ux : U = W ∩ Y

(ii) A abgeschlossen bzgl. O|Y ⇔ ∃ B abgeschlossen bezgl. O: A = B ∩ Y

(iii) ∀ A ⊆ Y : ĀY = ĀX ∩ Y

(iv) Sei (xλ)λ ein Netz in Y und x ∈ Y , dann gilt

xλ → x bzgl. O|Y ⇔ xλ → x bzgl. O

(v) f : (X,OX) → (Z,OZ) stetig ⇒ f |Y : (Y,OY ) → (Z,OZ) stetig

42. Innerers, Äußeres, Rand, Häufungs- und isolierte Punkte (vgl. Vo. Bem. 2.48).
Betrachte als topologischen Raum X = [−1, 2]∪{3}mit der Spurtopologie von (R,On). Zeige
für eine geeignete Teilmenge A ⊆ X, etwa A = (0, 1] ∪ {2} ∪ {3}, dass sämtliche mögliche
Teilmengen der von A, Ac, A′, Isol(A), ∂A induzierten Partition (vgl. Vo. 2.48) nichtleer
sind. Gib für jede der Teilmengen einen ihrer Punkte an.

43. Spurtopologie im Niemytzki-Raum (vgl. Vo. 2.26(iii)).
Wie sieht die von der Niemytzki-Toplogie induzierte Toplogie auf der x-Achse aus?

44. Vererbung topologischer Eigenschaften.
Eine Eigenschaft (E) eines toplogischen Raumes (X,O) heißt ,,erblich” falls sie mit (X,O)
auch jeder Teilraum (Y,O|Y ) hat. Zeige

(i) AA1 und AA2 sind erblich, Separabilität ist nicht erblich (Hinweis: Aufgabe 43).

(ii) Separabilität vererbt sich auf alle (Y,O|Y ) mit Y offen in X.

45. Produkttopologie.
Seien (Xi,Oi) topologische Räume (i ∈ I), prk die Projektion von X := Πi∈IXi auf Xk

(k ∈ I; prk : (xi)i 7→ xk) und (Y,OY ) ein weiterer topologischer Raum.

Zeige, dass eine Abbildung f : Y → X genau dann stetig bzgl. OY und der Produkttopologie
auf X ist, wenn alle prk ◦ f stetig sind.

Anmerkung: Die prk ◦ f sind gerade die ,,Komponentenfunktionen” fk von f , wenn die
Schreibweise f(y) = (fi(y))i verwendet wird. Obige Eigenschaft ist neben Vo. Prop. 5.12
gerade der ,,Witz” der Produkttopologie! Überlege, was beim Beweis schiefgeht, falls X

statt mit der Produkttopologie mit der Boxtopologie versehen wird.
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